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Une étude expérimentale et numérique a été menée au
Laboratoire Central des Ponts et Chaussées (LCPC) sur
un modeéle réduit centrifugé d’écran de souténement,
fiché dans du sable sec, afin d’étudier son comporte-
ment et les interactions entre cette paroi autostable et
une fondation filante placée a proximité. Le dispositif
expérimental développé a cet effet permet de simuler de
maniére réaliste ’excavation et ses effets pouvant ainsi
servir a la validation de modéles numériques La compa-
raison des résultats expérimentaux et numériques pour
deux modéles de comportement, un modéle élastoplasti-
que parfait (Mohr-Coulomb) et un modeéle élastoplasti-
que a écrouissage isotrope (Vermeer), fournit des indica-
tions quant la pertinence de ces modéles pour le calcul
numérique des murs de souténement.

DomaAINE : Sciences de l'ingénieur.

ABSTRACT

NUMERICAL AND PHYSICAL MODELING OF THE BEHAVIOR OF A
RETAINING WALL

An experimental and numerical study has been carried
out at the Laboratoire Central des Ponts et Chaussées on
a reduced-scale model of a retaining wall, embedded into
dry sand, in order to investigate its general behavior as
well as the interactions with a strip foundation resting
nearby. The experimental device developped allows a
realistic modelling of the excavation process, providing
results which can be used to validate numerical models.
A comparison of experimental and numerical results for
two constitutive models, a perfectly-elastoplastic model
(Mohr-Coulomb) and an elastoplastic model with isotro-
pic strain hardening (Vermeer), provides indications on
the pertinence of these families of models for the nume-
rical modelling of retaining walls.

FIELD: Engineering sciences.

INTRODUCTION

La validation d'une loi de comportement et plus généralement d’un code de calcul repose principa-
lement sur la comparaison entre des données expérimentales et des résultats de calculs numériques
(cf. par exemple [1, 2]). Cependant, cette comparaison s’avere parfois délicate du fait a la fois des
incertitudes expérimentales (précision des mesures, variabilité des parameétres de sol, de charge-
ment, etc.) et des limites des modeéles numériques (détermination des parametres clefs de I'interface
sol-structure, effet des conditions aux limites et du maillage, prise en compte de la localisation des
déformations, de la rupture, etc.).

Un des avantages de la modélisation physique en centrifugeuse réside dans le contrdle poussé des
procédures expérimentales, des parameétres du sol (le plus souvent reconstitué), des dimensions et
des caractéristiques du modele. Ainsi, dans la modélisation numérique d’essais en centrifugeuse, les
incertitudes liées a ces parametres sont réduites et I’attention peut étre portée aux lois de comporte-
ment, I'une des principales difficultés de la modélisation numérique.

Bien que la modélisation physique en centrifugeuse soit utilisée avec succes depuis de nombreuses
années, notamment pour les problémes traitant des fondations [3], son application a I'étude des
ouvrages de soutenement demeure délicate du fait de la difficulté de modéliser I'excavation du sol.
Il est en effet admis que 'état de contrainte a proximité de 1’ouvrage est totalement gouverné par
I'histoire des contraintes, liée au processus d’excavation qui doit étre reproduit fidelement en centri-
fugeuse. Différentes techniques ont jusqu’a présent été utilisées afin de simuler les différentes phases
de I'excavation, mais il est tres vite apparu que seule une excavation mécanique en cours de centri-
fugation permettait de modéliser correctement ce processus. Cette opération peut étre conduite par
des dispositifs embarqués spécifiques ou par des robots polyvalents comme celui mis en service
récemment sur la centrifugeuse du Laboratoire Central des Ponts et Chaussées [4-6].
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Des essais en centrifugeuse ont ainsi été réalisés sur une paroi autostable, encastrée dans un sable sec
[7]. L’étude expérimentale a été conduite en deux étapes. Au cours de la premiere, le comportement
de la paroi a été étudié afin de valider le processus et le dispositif expérimental. Au cours de la
seconde, les problemes d’interaction entre une paroi de souténement et une fondation filante ont été
étudiés.

Une modélisation numérique des essais en centrifugeuse a également été entreprise selon une pro-
cédure identique. Les essais sur paroi autostable ont été modélisés afin d’évaluer et de comparer
deux modeéles de comportement :

> un modele élasto-plastique parfait : le modele de Mohr-Coulomb sans écrouissage, le plus cou-
ramment utilisé ;
> un modele élasto-plastique a deux mécanismes écrouissables : le modele de Vermeer.

Les résultats de cette premiere modélisation ont permis de dégager des recommandations pour la
modélisation numérique des ouvrages de soutenement qui ont été par la suite utilisées pour étudier
I'interaction entre la paroi et la fondation filante.

ETUDE EXPERIMENTALE EN CENTRIFUGEUSE

Dispositif expérimental

Les essais en centrifugeuse sont décris en détails dans [8]. La paroi modele, en aluminium AU3G, a
une épaisseur de 2 mm et une hauteur de 24 cm. L’essai est effectué sous une accélération de 50 g. Le
modele, a I'échelle 1/50°, représente donc une paroi prototyfe de 12 m de hauteur (dont 10 m sont
fichés dans le sol), et de produit d’inertie EI égal a 6,54 MN.m~ (ce qui correspond approximativement
a un profilé de type Arbed PU6). La longueur totale de la paroi est égale a la largeur du conteneur
dans lequel le modeéle est placé, soit 0,80 m. Elle est découpée en cinq trongons afin de s’affranchir
des éventuels effets de bord et de garantir ainsi un comportement bidimensionnel de I’ouvrage dans
la partie centrale o sont effectuées les mesures. Cette partie centrale est large de 0,08 m (4 m en gran-
deur réelle), largeur maximale pour assurer un comportement de type poutre et éviter les effets de
gauchissement. Elle est instrumentée par vingt-deux paires de jauges de déformation. Apres étalon-
nage de la paroi, par chargement en laboratoire [7], la mesure des jauges donne directement le
moment de flexion a la profondeur considérée.

Le modele est placé dans un conteneur rectangulaire de dimensions 1 200 x 800 x 360 mm. Il est
instrumenté afin de pouvoir mesurer les déplacements horizontaux de la paroi via des capteurs de
déplacement potentiométriques. Ces capteurs sont disposés en téte, au milieu et en pied de paroi. Les
données ainsi recueillies servent de conditions limites pour la double intégration des mesures de
moments de flexion, conduisant aux profils de déplacements de la paroi. Les capteurs placés au sein
du massif de sol sont équipés d'un dispositif particulier afin de garantir un libre mouvement de la
tige du capteur. Les tassements du sol soutenu derriere la paroi sont également mesurés a différentes
distances de la paroi (Fig. 1).
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Le massif de sol est reconstitué a partir de sable de Fontainebleau sec par pluviation dans 1'air a ’aide
d’une trémie automatique [6]. Le poids volumique du sable, contrdlé par des boites de densité
(cf. Fig. 1), est de 16 kKN/m® (0,5 %).

Pour la seconde étape de cette étude, le dispositif expérimental a été modifié afin de permettre la mise
en place d'une fondation filante a différentes distances de la paroi (de 0 a 80 mm, soitde 0 a4 m a
I'échelle du prototype). La fondation est large de 40 mm (2 m prototype) et haute de 80 mm. Elle est
constituée d’un tube métallique rectangulaire creux rempli de plomb engendrant ainsi sur le sol une
contrainte de 415 kPa sous une accélération de 50 g. Cette contrainte représente approximativement
un quart de la capacité portante du sable de Fontainebleau reconstitué a cette densité [9]. La fonda-
tion, lorsqu’elle est encastrée dans le massif d’une hauteur de 45 mm (2,25 m prototype), est mise en
place durant la pluviation. Ce dispositif permet de simuler un phasage de mise en place de fondation
suivi de I'excavation. Des capteurs de déplacement mesurent les déplacements horizontaux en téte
de paroi, ainsi que les déplacements horizontaux et verticaux de la fondation.

Procédure expérimentale

Un robot embarqué placé sur le dessus du conteneur est utilisé pour simuler I'excavation en cours de
centrifugation [4, 6]. Le robot, piloté par une commande numérique, se saisit et utilise (sans arrét de
la centrifugeuse) différents outils placés dans trois magasins. Un outil d’excavation et un outil de
chargement ont été développés spécifiquement pour cette étude. L’outil d’excavation permet de
modéliser un processus d’excavation réelle par ratissage de fines couches de sol. Il est constitué d'une
lame verticale de 220 mm de large associée a un capteur de force mesurant l'effort exercé sur cette
lame lors de I'excavation. L’outil de chargement représente une fondation filante de 40 mm de large
(2 m prototype). Il permet de placer la fondation derriere la paroi apres excavation et de la soumettre
a une charge mesurée a l'aide d'un capteur d’effort placé sur I'outil. Un phasage d’excavation puis
une mise en place de fondation peut étre simulé avec ce dispositif.

Les essais sont réalisés sous une accélération de 50 g. La hauteur d’excavation limite est estimée, a
partir d’un calcul a I'équilibre limite, entre 120 et 140 mm (6 et 7 m prototype). L’épaisseur des cou-
ches excavées varie de 3 a 1,5 mm (15 a 7,5 cm prototype) selon la profondeur d’excavation. Les
mesures de moments de flexion et de déplacements sont acquises au terme de chaque passe d’exca-
vation. L’excavation d’une couche dure entre 3 et 6 min. La durée totale de 1'essai varie de 4 a
8 heures.

Les diagrammes de la pression différentielle exercée par le sol sur la paroi et les profils de déplace-
ment sont obtenus par double dérivation et double intégration des courbes de moments de flexion.
La double dérivation est effectuée al’aide du logiciel Slivalic 5 [10]. Dans un premier temps, les don-
nées des moments sont lissées par des splines quintiques. Les fonctions splines sont calculées sur six
points expérimentaux successifs et glissent de point en point d"une extrémité a I’autre de la paroi en
assurant la continuité des valeurs des moments et des deux premieres dérivées. Dans un second
temps, chaque spline est dérivée deux fois afin d’obtenir d’abord le profil d’effort tranchant, puis le
profil de pression différentielle.

Les diagrammes de pression obtenus sont ensuite validés en vérifiant 1'équilibre statique de la paroi
(équilibre des efforts et moments). Lorsque l'erreur sur ces équilibres est supérieure a 10 %, les dia-
grammes ne sont pas exploités. Cette procédure est en effet tres sensible aux incertitudes expérimen-
tales. Les sollicitations exercées sur la paroi et les déformations qui en résultent sont faibles, en
comparaison de celles obtenues lors d’études de pieux sous chargement latéral [11]. Contrairement
aux études sur les pieux, la méthode n’a pu étre appliquée ici dans tous les cas, notamment lors des
essais ol la paroi est située a proximité d'une fondation encastrée [7].

La double intégration pose moins de problémes et elle est conduite selon un autre processus. Un pro-
gramme écrit sous Visual Basic permet de représenter par un polynéme de degré 9 les moments de
flexion mesurés. Ce polyndme est ensuite intégré deux fois en utilisant, pour déterminer les constan-
tes d’intégration, les mesures ponctuelles du déplacement horizontal de la paroi.

Dans cette premiére étude en centrifugeuse sur un écran de souténement, la validation du processus
expérimental a fait I'objet d'une attention particuliere. Les conditions aux limites, le comportement
bidimensionnel de la paroi, la reproductibilité des essais, la non influence du dispositif d"instrumen-
tation sur le comportement de la paroi ou celle de la pente devant la paroi sur 1'état de contrainte
dans le massif ont fait 1'objet d'une vérification approfondie. Grace a tous ces contrdles, les résultats
des essais peuvent étre considérés comme des résultats de référence et étre utilisés pour la validation
d’une modélisation numérique. Cette validation est effectuée en comparant les mesures expérimen-

BULLETIN DES LABORATOIRES DES PONTS ET CHAUSSEES - 256-257
JUILLET-A0UT-SEPTEMBRE 2005 - REF. 4543 - PP. 85-106

87



88

tales et les résultats de calcul des moments de flexion, des déplacements de la paroi et des tassements
du sol derriere la paroi.

Programme expérimental

L’étude complete comprend douze essais sur une paroi autostable, en présence ou non d’une fonda-
tion filante. Différentes configurations ont été étudiées selon la position de la fondation, la charge
appliquée etl'instant d’application de la charge (avant ou apres excavation). On présente ici les résul-
tats obtenus pour un essai sans fondation (essai A), pour des essais ou la fondation est placée avant
excavation a différentes distances de la paroi (essai B1 a B5) et pour des essais o1 la fondation est pla-
cée et chargée apres excavation (essais C1 et C2). Le programme expérimental est résumé dans le
tableau I et les différentes configurations d’essais sont présentées sur la figure 1.

Programme expérimental

Essai Fondation Distance x paroi-fondation

A Sans -

B1 Placée avant excavation 4,00m
B2 Placée avant excavation 2,50 m
B3 Placée avant excavation 1,50 m
B4 Placée avant excavation 0,75m
B5 Placée avant excavation 0,00 m
C1 Placée aprés une excavation de 3,05 m 0,75m
C2 Placée aprées une excavation de 3,05 m 0,00 m

MODELISATION NUMERIQUE

Les dimensions générales et les conditions aux limites des maillages sont présentées sur la figure 2
pour les trois configurations d’essais. Les dimensions du modele numérique reproduisent celles de
I'ouvrage prototype et non pas celle du modele réduit centrifugé sous une accélération de 50 g. Les
conditions aux limites (déplacements horizontaux nuls et déplacements verticaux nuls) sont appli-
quées sur les parois intérieures du conteneur d’essais. Ces dimensions sont inférieures a celles éta-
blies par Mestat [12] qui recommande une distance derriere la paroi supérieure a six fois la hauteur
excavée et une profondeur sous la paroi égale a quatre fois la hauteur excavée. Cependant, les
valeurs des contraintes et des déformations aux nceuds situés a proximité des bords du maillage sont
identiques a celles d’un massif de sol homogeéne semi-infini. A partir de ces résultats, on peut estimer
que les conditions aux limites sont sans effet sur le comportement de 1'ouvrage.

La pente devant la paroi réalisée dans le modele physique pour l'accés a la zone de stockage des
déblais n’est pas représentée dans le modele numérique. Il a en effet été démontré que la distance
entre la paroi et cette pente était suffisante pour éviter toute perturbation de 1'état de contrainte dans
le massif au voisinage de la paroi et donc de son comportement [7].

Les maillages des modeles numériques pour les trois configurations d’essais sont présentés sur la
figure 3. La paroi est modélisée par des éléments quadrilatéres a huit nceuds. Le sol excavé est modé-
lisé par des éléments quadrilatéres a huit nceuds ou des éléments triangulaires a six noeuds selon les
essais. La densité du maillage a fait 1’objet d'une étude particuliére et la densité retenue constitue un
bon compromis entre un temps de calcul raisonnable et une précision satisfaisante des résultats. Les
parametres des maillages sont résumés dans le tableau II. L’interface entre le sol et la paroi est modé-
lisée par des éléments de contact composés de quadrilateres a six nceuds. Au cours des calculs,
lI'interface a été définie comme lisse ou frottante.

L’état de contrainte initial du modéle physique n’a pu étre mesuré au cours de I'étude expérimentale.
L’état de contrainte du modele numérique est donc défini en reproduisant I’histoire du modele phy-
sique. Toutes les étapes de I'installation de la paroi a la montée en accélération sont prises en compte
dans l’analyse numérique afin de reproduire un état de contrainte aussi fidéle que possible.
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TABLEAUII
Caractéristiques des maillages
Essai eI Nombre d’éléments Nombfe de noeuds.
de nceuds par métre de paroi
A 4169 192 Q8 +62Q6+1699T6 6
BlaB5 338524505 1038 a1398 MBQ8 + 66 a 76 FDQ6 7
CletC2 3221 et 4167 996 et 1 296 MBQ8 + 48 et 64 FDQ6 7
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Les calculs numériques sont conduits avec le module TCNL (élastoplasticité avec éléments de con-
tact) du progiciel CESAR-LCPC (version 4.0), en déformations planes. Toutes les étapes de calcul
sont décomposées en 5 ou 10 incréments de chargement, ce phasage étant nécessaire pour prendre
en compte la non-linéarité du comportement du sol. Pour chaque incrément, la tolérance sur le pro-
cessus itératif a été fixée a 0,1 % sur le résidu.

CARACTERISTIQUES DU SABLE DE FONTAINEBLEAU

Le LCPC réalise des essais sur modeles réduits en centrifugeuse avec des massifs de sable de Fontai-
nebleau depuis de nombreuses années. Un soin particulier a été apporté a la détermination des carac-
téristiques de résistance du sable (C et ¢), variables selon les arrivages, mais aussi fonction de 'usure
du matériau générée par sa réutilisation dans des modeles successifs [13].

Afin d’identifier expérimentalement les parametres des lois de comportement utilisées dans la
modélisation numérique, une large campagne d’essais a été réalisée au Laboratoire Régional des
Ponts et Chaussées d’Aix-en-Provence sur un appareil triaxial de révolution [14]. Cette campagne
comprend des essais classiques de compression axiale (a contrainte radiale constante) et de compres-
sion isotrope ainsi que des essais a chemins de contraintes contrdlés. L’objectif de cette étude est de
caractériser le comportement du sable de Fontainebleau sur ces chemins de contraintes et d’identifier
plus précisément les parametres des lois de comportement, afin d’optimiser la modélisation numé-
rique des ouvrages de souténement. Le programme d’essais est présenté dans le tableau III. Les
essais de compression sont doublés et réalisés sous trois pressions de confinement (30, 60 et 90 kPa),
valeurs moyennes des contraintes horizontales autour d’une paroi de 10 m de hauteur dans un sable
de 16 kN/m? de poids volumique. Les essais a chemins de contraintes contrdlés (Fig. 4) sont effectués

Programme expérimental

Pression de référence = ;i Pini

Nom de I'essai Nature de I'essai Vitesse (kPa) (kPa) (kPa)

CA30 1 Compression axisymétrique avec cycles 0,02 mm/min | P =30, 60 et 90 0 30290
a CA90_2

ClletCl2 | Compression isotrope avec cycles 3,3 kPa/min Prmax = 500 0 20
B1 Butée avec cycles 5 kPa/min Pax = 40 46 483
PB1 Poussée avec cycles et butée 5 kPa/min Pmax = 235 46 483
PB2 Poussée et butée avec cycles 5 kPa/min Pmax = 370 46 483
PB3 Poussée et butée avec cycles 5 kPa/min Prmax = 260 61 64

+ chemins mixtes

. Trajet K
O Figure 4 rRle ’ !
Chemins de contraintes (AGma=Ko Ady)
dans le plan (p,q).
(Acmy=10
G, >0

Hydrostatique

(Agag=Acw) 3(1-Ko) /(1+2Ko)

el 4
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a partir de deux états de contrainte K (obtenu a partir de mesures sur modéles réduits centrifugés ;
[15]). Le premier (entre 46 et 64 kPa de contrainte moyenne) correspond a un état de contrainte
moyen autour de I'écran, le second (entre 186 et 328 kPa de contrainte moyenne), permet une
meilleure maitrise des chemins de chargement. Un exemple des chemins de contraintes suivis par les
essais B1 et PB1 est présenté sur la figure 5.

Les résultats des essais triaxiaux sont présentés sur la figure 6 par des courbes déformations axiales/
contrainte déviatorique (g,, q) et des courbes déformations axiales/déformations volumiques (g, &),
pour les deux séries d’essais.

Ces résultats permettent de discuter la nature de 1'écrouissage. S'il s’agit d'un écrouissage isotrope,
un chargement déviatorique, en compression par exemple, agrandit le domaine d’élasticité dans
I'espace des contraintes de telle sorte qu'un chargement consécutif en extension montrera un com-
portement élastique jusqu’a ce que le méme niveau de déviateur en valeur absolue soit atteint lors
de l'extension. S'il s’agit d’un écrouissage cinématique, le domaine élastique, sous I'effet d'un char-
gement déviatorique, se translate dans l'espace des contraintes. Ces notions, applicables a certains
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Résultats des essais de compression axisymétriques.
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matériaux (les métaux par exemple pour I'écrouissage isotrope), sont en général présentes toutes les
deux dans le cas des géomatériaux.

Dans tous les cas, les courbes contraintes-déformations présentent une courbure continue tout au
long du chargement. Les cycles de déchargement rechargement effectués en début d’essai montrent
des déformations irréversibles, tant déviatoriques que volumiques, ainsi qu'un écrouissage du matériau.
Les déchargements poursuivis en extension (q < 0) montrent que I'écrouissage du sable n’est pas
purement isotrope lors de la rotation des contraintes principales. L’évolution des déformations volu-
miques indique une contractance de I’ordre de 1073, suivie d’une forte dilatance dont I'évolution est
rectiligne a la rupture.

Devant le nombre important d’essais et la complexité des chemins suivis, on ne représente sur les
figures 7 et 8 que la superposition des états de butée pour le premier état de contrainte K et des états
de poussée pour le second état de contrainte K, des essais B1 et PB1 a PB3. Les essais a chemins de
contraintes contrdlés font apparaitre une différence nette de comportement entre les phases de poussée
et les phases de butée. Dans le cas de la butée, le franchissement du seuil de contractance dilatance
se combine avec un écrouissage cinématique et isotrope (cf. Fig. 7), ainsi qu’avec un cumul des défor-
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O Figure 7
Superposition des différentes phases de butée pour le premier état de contrainte K.
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Superposition des différentes phases de poussée pour le second état de contrainte K.
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mations irréversibles. Les modules de déchargement sont voisins de 250 MPa contre 150 MPa dans
le cas des essais de compression. Le comportement du sable est également tres contractant avec un
extremum des déformations volumiques de 2 a 5 fois plus important que ceux issus d’un chargement
de compression. En poussée, le comportement du sable est essentiellement dilatant (cf. Fig. 8), accom-
pagné de déformations irréversibles. A I'inverse de la butée, I'écrouissage semble uniquement isotrope,
avec un module en déchargement voisin de 130 MPa (constatation issue d’essais non présentés ici). On
note une augmentation du module initial avec I’augmentation de la contrainte initiale.

D’une maniére générale, la réponse du sable dépend également de I'histoire des chargements précédents.
Notamment, I'approche de la rupture en poussée entraine une augmentation de la contrainte de rup-
ture en butée. A I'inverse, I'approche de la rupture en butée est sans conséquence sur la rupture en
poussée. Il apparait donc que le comportement du sable de Fontainebleau sur ces chemins est
complexe et tres dépendant a la fois de la distance a la droite de rupture au début de I'essai, et du
franchissement du seuil de contractance-dilatance, en compression et en extension.

MODELISATION DES ESSAIS AVEC LE MODELE DE VERMEER

Le modele de Vermeer [16] est un modeéle isotrope, élastique non linéaire, plastique a cinq parametres,
défini par deux surfaces de charge écrouissables activées simultanément. Les équations du modele
de Vermeer sont présentées dans I’annexe. La détermination des parametres se fait en identifiant les
tangentes caractéristiques des courbes (e,, q) et (e,, e,) a I'expression analytique de ces mémes
tangentes dans les équations de la loi de comportement [17].

La moyenne des parameétres et I'écart-type (noté s) des parametres, déterminés a partir des six essais
de compression axisymétrique (CA) et des deux essais de compression isotrope (CI), sont présentés
dans le tableau IV.

Les résultats illustrent la difficulté de détermination des parametres. On note entre les différents
essais de comé)ression axisymétrique une grande disparité des parametres liés a la partie élastique
du modele (g, et B). Le rapport des tangentes en chargement et en déchargement conduit notam-
ment a un parametre ff négatif, incompatible avec les équations du modele. Cela est également le cas
pour le parametre S(C). Ces mémes parameétres sont cependant déterminés avec plus de précision et
de facilité sur les essais de compression isotrope. Ce sont ces valeurs qui ont été conservées pour la
modélisation.

Les parametres liés a la partie plastique (notamment ¢ et ;) sont plus aisés a déterminer et présen-
tent une plus faible variabilité entre les différents essais.

Les modélisations numériques sont effectuées avec le progiciel CESAR-LCPC. Sans méthode
d’optimisation établie, une étude de sensibilité des différents parametres a été réalisée [7]. Apres
une premiere modélisation avec le jeu initial de parametres, chaque parametre a été modifié en fonction
de son influence sur telle ou telle partie de la courbe. Le jeu ajusté offrant le meilleur compromis entre
les essais a différentes pressions de confinement et entre les courbes de chargement et les courbes de
déformation volumique a été conservé. Les valeurs sont présentées dans le tableau V.

Paramétres de la loi de Vermeer

Essai Nombre 88 sg B Qcy (degré) ¢p (degreé)
CA 6 0,0022 - 0,0088 - 0,306 26,0 41,6
s =0,0011 s =0,0147 s=0421 s=25 s=17
Cl 2 0,0024 0,00055 0,641 - -
s=0 s=0 s=0

Parameétres ajustés de la loi de Vermeer

& & p Ocv (degré) gy (degré)
Jeu initial 0,0024 0,00055 0,41 26 41,6
Jeu ajusté 0,0020 0,00055 0,600 24 43

BULLETIN DES LABORATOIRES DES PONTS ET CHAUSSEES - 256-257
JUILLET-A0UT-SEPTEMBRE 2005 - REF. 4543 - PP. 85-106

93



94

Les résultats de I'ajustement sont présentés sur la figure 9 pour les deux essais effectués sous une
pression de confinement de 90 kPa. L’extremum des déformations volumiques surestimé par le jeu
initial est désormais encadré par les résultats expérimentaux des deux essais. La pente de dilatance
est correctement reproduite, seule la forme de la courbe de chargement a la rupture n’est pas correc-
tement modélisée du fait de la nature méme du modeéle.

La nature du modeéle de Vermeer ne permet pas de prendre en compte la complexité du comporte-
ment du sable de Fontainebleau observé sur les chemins de contraintes contro6lés. Il apparait néan-
moins nécessaire de déterminer plus précisément les limites du modele et de quantifier I'écart entre
les résultats expérimentaux et les résultats d’'une modélisation des essais triaxiaux. La modélisation
numérique des essais a chemins de contraintes controlés révele trois points distincts. Les chemins de
butée a faible état de contrainte, lorsqu’ils ne sont pas précédés d'un autre type de chargement sont
qualitativement correctement représentés par le modele en utilisant les parametres calés sur les
essais de compression axisymétriques (Fig. 10). La contrainte déviatorique est surestimée, le maxi-
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O Figure 9

Comparaison entre les résultats expérimentaux et la modélisation numérique avec la loi de Vermeer pour un essai de compression
axisymétrique.
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Ajustement des paramétres du modéle de Vermeer sur le chemin de butée.
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mum des déformations volumiques est sous-estimé et la pente de dilatance est légerement sures-
timée, mais il est possible par un ajustement des parametres de corriger ces écarts (cf. Fig. 10). Le
comportement sur un chemin de poussée est plus ou moins bien représenté selon le niveau de
contrainte initial. A faible état de contrainte (Fig. 11), le modeéle surestime fortement les déforma-
tions axiales et volumiques, mais prend en compte la non contractance du matériau. A fort état de
contrainte (Fig. 12), seules les déformations volumiques sont légerement surestimées et la contrainte
de rupture est correctement approchée. Dans ce cas comme dans le précédent, il est cependant pos-
sible de s’approcher des résultats expérimentaux par un ajustement des parametres (cf. Fig. 12).

D’une maniere plus générale, le modéle n’est pas a méme de caractériser la succession des différentes
phases au cours d'un méme essai. Ainsi, le chargement en poussée entraine un écrouissage du matériau
augmentant I'étendue de la réponse élastique de la phase de butée suivante (Fig. 13). Il apparait ainsi
qu’iln’est pas possible de représenter I'ensemble des comportements du sable de Fontainebleau avec
un méme jeu de parameétres. Ceux-ci doivent étre adaptés aux chemins de contraintes suivis lors du
chargement. Dans le cas présent, les parameétres obtenus pour les trois chemins de chargement étu-
diés sont présentés dans le tableau VI.
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Modélisation avec la loi de Vermeer de la premiere phase de poussée de I'essai PB1.
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O Figure 12
Ajustement des paramétres de la loi de Vermeer sur le chemin de poussée.
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Paramétres du modéle de Vermeer en fonction du chemin de chargement suivi

e c

€ €p B Pcy (degré) Pp (degré)
Compression axisymétrique 0,0020 0,00055 0,600 24 43
Chemin de poussée 0,0020 0,00055 0,600 28 43
Chemin de butée 0,0030 0,00055 0,600 33 39
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Modélisation avec la loi de Vermeer du premier cycle de poussée butée de I'essai PB3.

PARAMETRES RETENUS POUR LA MODELISATION NUMERIQUE
DES ESSAIS EN CENTRIFUGEUSE

L’étude rhéologique du sable de Fontainebleau a montré une différence importante de comporte-
ment et une variabilité des parametres en fonction du chemin de chargement suivi. Les premieres
tentatives d’application directe de ces résultats a la modélisation numérique des essais en centri-
fugeuse ont conduit a un travail long et fastidieux de découpage du maillage en autant de zones
concernées par les différents chemins de chargement pour un résultat qui reste aléatoire [7]. Il a donc
été décidé dans un premier temps de ne conserver que les parametres obtenus de maniére tradition-
nelle sur les essais de compression axisymétriques et de concentrer 1’analyse sur le module élastique
dans le cas du modéle de Mohr-Coulomb.

Deux valeurs de module élastique, supposé constant dans 1’ensemble du massif, ont été retenues
pour le modele de Mohr-Coulomb : 10 et 75 MPa. Dans les premiers instants de I'excavation, la varia-
tion de contrainte dans le massif est principalement localisée dans la partie supérieure de I'ouvrage
(notamment dans le cas présent ou I'ouvrage est tres flexible) et correspond a une diminution de la
contrainte horizontale. Les résultats des essais triaxiaux menés a faible état de contrainte sur ce type
de chemin montrent un module égal a 10 MPa. Dans les derniéres phases de l'excavation, la butée au
pied de l'ouvrage est supposée jouer un role prépondérant dans le comportement de I'ouvrage. Les
résultats des essais triaxiaux menés a des états de contrainte correspondant a ceux existants au pied
de I'ouvrage sur des chemins de butée indiquent un module élastique voisin de 75 MPa. Les para-
meétres plastiques du modele sont quant a eux issus des essais triaxiaux de compression.

Dans le cas du modele de Vermeer, la partie élastique de la loi a été linéarisée dans le code de calcul
CESAR-LCPC afin de réduire les temps de calcul [12]. Les premiers résultats de calcul ont en outre
montré que la valeur du module influengait peu les résultats obtenus. Pour ces raisons, un module
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de 150 MPa a été retenu, qui correspond a un module moyen pour I'ensemble des essais triaxiaux.
Les autres parametres sont ceux ajustés sur les essais de compression axisymétriques. L’ensemble
des parametres retenus pour la modélisation numérique des essais en centrifugeuse pour les deux
modeles de comportement est présenté dans le tableau VIL

L’angle de frottement entre la paroi et le sable ont été déterminés a partir d’essai de cisaillement
direct sable-aluminium. Une valeur de 13,4 degrés correspondant approximativement au tiers de
I'angle de frottement interne a été obtenue [7].

Le comportement de la paroi et de la fondation est décrit par un modele linéaire élastique isotrope.
Il n’est pas possible de modéliser exactement 1'épaisseur de la paroi, car celle-ci est trop fine et cela
engendrerait des difficultés de maillage et de résolution numérique. La paroi est donc modélisée
comme une paroi moulée de 0,15 m d’épaisseur et de produit d’inertie égal au produit d’inertie de
I'ouvrage prototype, ce qui conduit a un module élastique de 22 350 MPa. Le module élastique et le
coefficient de Poisson de la fondation ont été choisis afin d’assurer une non déformabilité de la fon-
dation au cours du chargement. Les parametres des deux structures sont présentés dans le
tablau VIII.

Parameétres retenus pour la modélisation numérique des essais en centrifugeuse

Mohr-Coulomb

E (MPa) v ¢ (kPa) ¢ (degré) v (degré)
10 0u 75 0,2 2,6 39,2 15,3
Vermeer
E (MPa) v B 5 3 ©cy (degré) ¢p (degré)
150 0,2 0,6 0,0020 0,00055 24 43

Paramétres mécaniques de la fondation et de la paroi

E (MPa) v
Paroi 22 350 0,3
Fondation 50 000 0,49

RESULTATS DE LA MODELISATION NUMERIQUE
DES ESSAIS SANS FONDATION (TEST A)

Comparaison entre le modéle de Mohr-Coulomb et le modéle de Vermeer

L’analyse a porté dans un premier temps sur le module élastique du modele de Mohr-Coulomb selon
les hypotheses évoquées plus haut. Les calculs ont donc été conduits avec deux modules élastiques
(constants dans le massif) et une interface sol-paroi rugueuse. Les deux calculs ont convergé correc-
tement et I'excavation a pu étre conduite jusqu’a la derniére phase (6 m de profondeur) quel que soit
le module utilisé. Le modele de Vermeer, du fait de sa nature, implique un grand nombre d’itéra-
tions. Afin de réduire le temps de calcul, I'excavation n’a été conduite que jusqu’a une hauteur de
3,20 m, hauteur a partir de laquelle les déplacements horizontaux calculés pour la paroi ne sont plus
compatibles avec des conditions de service de I'ouvrage.

La figure 14 présente le résultat de ces trois calculs. En de¢a d'une excavation de 2 m, la partie élas-
tique du modele de Mohr-Coulomb gouverne le comportement de la paroi. Un soulevement irréa-
liste du sol devant la paroi (mais typique dans ce genre de configuration) est observé, engendrant
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Comparaison entre les résultats expérimentaux et les modélisations numériques pour les premiéres phases d'excavation (modéles de
Mohr-Coulomb et Vermeer).

une rotation de la paroi vers le sol soutenu et un soulevement de celui-ci, ainsi qu'un déplacement
vertical vers le haut de la paroi et une sous-estimation générale du moment de flexion dans la paroi.
Ce comportement global n’est bien sfir pas observé en centrifugeuse ou les déplacements horizon-
taux de la paroi tendent a la faire basculer vers la fouille et non I'inverse.

Au-dela de 2 m d’excavation, des déformations plastiques apparaissent dans le massif derriere et au
pied de la paroi, indiquant que I'état limite de poussée est atteint en tout point derriere la paroi et
que l’état limite de butée gouverne désormais son comportement. Les déplacements de la paroi
s’orientent alors vers la fouille. Cependant, les déplacements horizontaux en téte de paroi et les
moments de flexion restent fortement sous-estimés (cf. Fig. 14).

Les résultats obtenus avec le modele de Vermeer sont nettement plus proches des résultats expéri-
mentaux. Le déplacement de la paroi vers le fond de fouille n’est pas retardé lors des premieres pha-
ses de I'excavation, en accord avec les observations expérimentales. La principale raison est que le
module élastique du sol dépend implicitement de la contrainte moyenne dans le modele de Vermeer
(cf. annexe). Ils sont cependant sous-estimés, tout comme les tassements du sol soutenu. Le moment
maximal dans la paroi est par contre correctement estimé par le modéle. Le modele de Vermeer offre
un autre avantage par rapport au modele de Mohr-Coulomb. Les résultats sont tres peu sensibles a
la valeur du module élastique [7]. L’analyse numérique ne nécessite pas 'utilisation d’artefacts pour
améliorer les résultats du modele tel que le découpage du massif en plusieurs zones de parametres
différents. Cependant, I'utilisation du modele de Vermeer pour les murs de soutenement (et notam-
ment avec le module de calcul TCNL) nécessite de nouveaux développements afin d’améliorer son
efficacité dans le domaine des grandes déformations. Il semble également nécessaire d’améliorer les
algorithmes afin de réduire les temps de calculs qui peuvent atteindre plusieurs jours pour le type
de calcul présenté ici.

Optimisation de la modélisation avec le modele de Mohr-Coulomb

La sous-estimation des déplacements en téte de la paroi par le modele de Mohr-Coulomb est princi-
palement due au soulévement du fond de fouille conduisant a une rotation de la paroi vers le sol sou-
tenu. Ce soulevement est dii a la nature méme du modele et a son caractere élastique linéaire parfai-
tement plastique qui retarde l’apparition de la plasticité et les déplacements de la paroi. Pour
s’affranchir de ce biais, un nouveau calcul a été conduit en utilisant une interface sol-paroi lisse afin
de désolidariser le sol de la paroi. Les résultats sont présentés sur la figure 15 pour toutes les phases
d’excavation, jusqu’a la rupture. Ils indiquent que 'artefact utilisé sur l'interface sol-paroi permet
effectivement un déplacement horizontal de la paroi vers le fond de fouille dés les premiers instants
de I'excavation. Si les résultats du calcul se rapprochent des résultats expérimentaux, on peut noter
qu’ils sont fonction du module élastique utilisé. Conformément a 1’analyse effectuée lors du choix
des parametres, le module de 10 MPa correspondant au chargement en poussée fournit les meilleurs
résultats en début d’excavation, confirmant que la poussée des terres derriere la paroi gouverne le
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comportement général de la paroi lors des premieres phases. Au-dela de 4 m d’excavation, les calculs
effectués avec un module de 75 MPa fournissent les résultats les plus proches des résultats expéri-
mentaux, confirmant ’hypothese que la mise en butée des terres gouverne le comportement de la
paroi al’approche de la rupture. Il apparait ainsi qu'un ajustement des parametres, méme sommaire,
selon les chemins de chargement réellement parcourus permet d’améliorer la qualité de la prévision
donnée par la modélisation numérique. Cela dit, la modélisation de l'interface a beaucoup plus
d’influence que le choix du module.

De plus, on peut noter que :

» pour une nature d’interface sol-paroi, les moments de flexion maximaux sont peu affectés par la
valeur du module élastique (Fig. 15b) ;

> les moments de flexion maximaux en début d’excavation sont sous-estimés, quelle que soit la
nature de l'interface et le module élastique (Fig. 15b) ;

> la hauteur d’excavation limite est correctement estimée avec une interface sol-paroi lisse, quel que
soit le module élastique ;

> toutes les remarques concernant les déplacements horizontaux en téte de paroi s’appliquent éga-
lement aux tassements du sol soutenu (Fig. 15c) ;

> les profils de déplacements, de moments de flexion et de tassements du sol soutenu sont correcte-
ment prédits par le modeéle de Mohr-Coulomb avec interface lisse (Fig. 16).
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Optimisation du modeéle de Mohr-Coulomb. Comparaison des résultats expérimentaux et des modélisations numériques pour une

interface rugueuse et lisse.
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Profils de moments, déplacements et tassements du sol soutenu. Modéle de Mohr-Coulomb — E=75 MPa — Interface sol paroi lisse.
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RESULTATS DE LA MODELISATION NUMERIQUE DES ESSAIS
AVEC FONDATION

Cas ou la fondation est placée avant I'excavation (essais B1 a B5)

La modélisation numérique des essais B1 a B5 a été conduite en accord avec les conclusions des pré-
cédentes modélisations et seul le modele de Mohr-Coulomb a été utilisé afin de pouvoir étudier tou-
tes les phases d’excavation. Cependant, les premiers résultats ont montré que 'utilisation d’une
interface sol-paroi lisse conduisait a une tres forte surestimation des déplacements en téte (Fig. 17) et
des moments de flexion maximaux dans la paroi. Cette surestimation est principalement due au fait
que la composante tangentielle de la pression des efforts exercés sur la paroi est nulle dans le cas
d’une interface lisse. Celle-ci est d’autant plus importante que la charge apportée par la fondation est
élevée et joue donc un role prépondérant dans la stabilité de I'ouvrage. Il est également apparu que
le chargement de la fondation engendrait une plastification du sol sous la fondation et au voisinage
de la paroi. Ainsi la réponse du modeéle lors des premiéres phases de I'excavation est essentiellement
plastique et la valeur du module élastique influe peu sur les résultats. Pour I'ensemble des résultats
présentés ici, un module de 75 MPa a donc été utilisé.

Les résultats des calculs sont présentés sur les figures 18 a 20 pour trois des cinq essais (x représente
la distance entre la paroi et la fondation). Ils montrent une estimation correcte des déplacements hori-
zontaux en téte et des moments maximaux dans la paroi, notamment lorsque la fondation est proche
de la paroi (x < 1,50 m). Bien que la hauteur d’excavation maximale soit correctement estimée, par le
calcul, elle est cependant légerement surestimée, probablement du fait de ’action de la composante
tangentielle de la pression des terres.

L’interaction entre la paroi et la fondation est également correctement estimée comme l'indique la
figure 21 qui représente 1'évolution des déplacements en téte et des moments maximaux en fonction
de la distance entre la paroi et la fondation. Les résultats expérimentaux et numériques montrent tous
deux un accroissement des déplacements horizontaux en téte de paroi et des moments de flexion
maximaux en dega de 1,50 m de distance. Ce résultat laisse supposer que la répartition des contrain-
tes sous la fondation, dues au chargement de celle-ci, est correctement modélisée.

De la méme maniére, on obtient un bon accord pour le tassement et un moins bon accord pour le
déplacement horizontal de la fondation (Fig. 22), excepté pour les déplacements horizontaux de
I'essai B5. Les résultats de la modélisation numérique de cet essai montrent en effet un décollement
de la fondation (Fig. 23) par rapport a la paroi qui n’apparait pas sur les résultats expérimentaux. Les
déplacements horizontaux de la fondation et de la paroi sont en effet directement liés par une relation
exponentielle comme 1’a montré 1’analyse des résultats expérimentaux [7].
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Résultats de la modélisation de I'essai B1. Modele de Mohr-Coulomb, interface rugueuse. Comparaison avec les résultats expérimentaux.
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Résultats de la modélisation de I'essai B2. Modeéle de Mohr-Coulomb, interface rugueuse. Comparaison avec les résultats expérimentaux.
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Résultats de la modélisation de I'essai B5. Modele de Mohr-Coulomb, interface rugueuse. Comparaison avec les résultats expérimentaux.
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Cas ou la fondation est placée aprés une excavation de 3 m (essais C1 et C2)

Les résultats de la modélisation numérique de I'essai C2, conduite avec le modele de Mohr-Coulomb
et les mémes parametres que la modélisation précédente, sont présentés sur la figure 24. Les dépla-
cements horizontaux en téte de paroi et les moments de flexion maximaux sont fortement surestimés
par la modélisation, notamment au-dela de 50 kPa de chargement. En dega, les résultats numériques
sous-estiment les résultats expérimentaux, notamment parce que I'emploi d'une interface sol-paroi
frottante retarde les déplacements de la paroi (et diminue les sollicitations) comme mentionné
précédemment. La raison de cette surestimation est principalement due a une surestimation des
pressions s’exercant sur la paroi. La figure 25 montre 1’évolution des résultantes de poussée, butée et
contrebutée avec la charge appliquée sur la fondation. Dans les trois cas, les pressions sont suresti-
mées et évoluent plus vite avec le chargement que les pressions expérimentales. Une analyse plus
approfondie montre également que le point d’application des résultantes est plus élevé dans le cas
du calcul numérique [18]. Contrairement au cas précédent, il semble donc que la transmission des
contraintes sous la fondation soit ici mal modélisée. La modification de I'état de contrainte due a
I'excavation influe grandement sur la réponse du sol sous I'effet du chargement ; or, celui-ci n’est pas
modélisé correctement avec une interface rugueuse comme I’a montré I'analyse des modélisations
des essais sans fondation. Cependant, une étude paramétrique menée sur la valeur de I'angle de frot-
tement a l'interface (avec notamment ’adoption d’une interface lisse) n’a pas conduit a une amélio-
ration sensible de la modélisation [19]. Des investigations supplémentaires sont cependant néces-
saires, notamment sur les parameétres élastiques du modele afin de conclure définitivement sur
I'inadéquation du modeéle de Mohr-Coulomb dans cette situation précise.
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Comportement de la paroi au cours du chargement en fonction de la charge appliquée sur la fondation. Modéle de Mohr-Coulomb,
interface rugueuse. Comparaison avec les résultats expérimentaux.
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CONCLUSIONS

Une modélisation numérique d’essais en centrifugeuse sur une paroi autostable, fichée dans un sable
sec a proximité ou non d'une fondation, a été conduite en utilisant deux modéles de comportement :
Mohr-Coulomb et Vermeer. Les parameétres des deux lois de comportement ont été déterminés suite
a une campagne d’essais triaxiaux menés sur des chemins de chargement spécifiques aux ouvrages
de soutenement.

Les conclusions concernant les essais sans fondation sont les suivantes :

> le comportement général de la paroi, modélisée par le modele de Mohr-Coulomb, est principale-
ment gouverné par la nature de l'interface sol-paroi ;

> une interface sol-paroi lisse est nécessaire pour modéliser correctement le comportement général
de la paroi et s’affranchir ainsi du biais engendré par 1’élasticité linéaire du modele. Cependant, une
analyse plus poussée sur le module élastique est requise pour obtenir une estimation correcte des
déplacements horizontaux de la paroi et des tassements du sol soutenu. Dans tous les cas, les
moments de flexion restent sous-estimés ;

> la hauteur d’excavation limite est correctement estimée par le modele de Mohr-Coulomb ;

> le modele de Vermeer permet de modéliser correctement le comportement de 1’ouvrage, avec une
interface sol paroi réaliste, lors des premieres phases d’excavation. Les moments de flexion sont en
particulier correctement estimés ;

> des ajustements sont cependant nécessaires afin de pouvoir modéliser I'ouvrage en fin d’excava-
tion, pour de grandes déformations.

La présence de la fondation modifie le comportement général de I'ouvrage et les performances de la
modélisation numérique. Il apparait ainsi que :

> lorsque la fondation est chargée avant excavation, le chargement engendre la plastification du sol
au voisinage de la paroi, diminuant ainsi I'importance de la réponse élastique du modele. En outre,
l'utilisation d’une interface sol-paroi lisse s’avere nécessaire. Le comportement de 1'ouvrage et de la
fondation sont alors correctement estimés par le modele de Mohr-Coulomb ;

> lorsque la fondation est placée et chargée apres excavation, le modele ne parvient pas a modéliser
correctement le comportement de la paroi quels que soient les parametres utilisés.

D’un point de vue plus général, il apparait que l'utilisation du modele de Mohr-Coulomb nécessite
l'utilisation d’artéfacts afin de palier les défauts inhérents a la partie élastique linéaire du modele.
L’utilisation d'une €élasticité non linéaire conjointe au critere de plasticité de Mohr-Coulomb devrait
pourvoir améliorer de maniere sensible la qualité des prédictions. L’étude montre par ailleurs I'inté-
rét et le potentiel des essais en centrifugeuse pour caler les modéles numériques et leurs parametres.
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ANNEXE
Equations du modéle de Vermeer

Le modéle de Vermeer est un modele isotrope, €lastique non linéaire, plastique défini par deux surfaces de charges
écrouissable activées simultanément. Il est fondé sur les trois concepts de base suivants : la loi hyperbolique distorsion de
Konder Zelalasko (1963), la loi contrainte dilatance de Rowe (1971), le critére de rupture de Matsuoka Nakai (1974) [16].
Le modele est caractérisé par cing paramétres, facilement identifiables, qui modélise de fagon satisfaisante le comporte-
ment des sables. Il reste cependant peu utilisé pour la modélisation d'ouvrage géotechnique pour laquelle il a été déve-
loppé. Seules les équations constitutives du modele et les méthodes de détermination et d’ajustement des parametres sont
présentées dans cette annexe. Pour plus de détails, il est possible de se référer a Vermeer [16].

Equations constitutives du modéle

La partie élastique du modéle est définie par les paramétres Py, B et 88 tels que :

et e =0
' 0~ 26,
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Po n'est pas un paramétre intrinseque du modele. C'est une pression arbitraire de référence qui représente le plus souvent
'état limite élastique (dans le cas d'un essai triaxial de compression, on prend la pression de confinement). G est le module
de cisaillement qui varie avec I'état de contrainte de la fagon suivante :

S Gj : O}

Gs:GU[Po

1-f
] avec e =

La plasticité du modele (définie par les paramétres ¢, ¢c,, et €_ ) est gouvernée par deux mécanismes distincts. Le pre-
mier, purement déviatorique, décrit la plastification sous un chargement de cisaillement. Le second, purement volumique,
décrit la plastification sous un chargement isotrope.

La surface de charge de cisaillement est définie, a partir du critére de rupture de Matsuaoka Nakai, par une fonction de
charge F, et par un potentiel plastique G, tels que :

Fy = (05,€0) = ~3pll, +AQlll, <0

avec A(y) un paramétre d'écrouissage tel que : A(x) = L M

2h(x)+3 3—-h(x)

2 B .
1 1 2G, (P 6sing,
et: h(x)=./| = +0Y —— = 0|20 c= p
(x) [zx] X=X X e P, (6] 3—sing,
Les invariants suivants sont nécessaires a la formulation des expressions précédentes :

1 1
Sij =jj _gtrc‘sii &j =& —§tf€5i; Jos =SS Jas = SikSkmSm

(o e 1 1 1
"(2(58”8"] ”0 :—3p2+§J25 I”ﬁ :_p3+§pl}25 +§J3S

Le potentiel plastique correspondant a cette surface de charges s'écrit: Gy(c) = %q—% p.siny,,+C™®

La surface de charge de consolidation est définie par une fonction de charge F, et par un potentiel plastique G, tels que :
_ (B~ /16 —  rte
Fy(oj.€f?) =0~ <% | <0 et Gy(0)=5+C
o

avec

t X :

avec &% = [ [3¢heldt ot o =pef
0

Dans le progiciel CESAR-LCPC, I'élasticité du modéle de Vermeer a été remplacée par une élasticité linéaire de Hooke
afin d'optimiser les temps de calculs. Mestat [17] a montré que cet aménagement n'entrainait que de faibles écart par rap-
port au modéle originel.
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